UN THEOREME DE LA LIMITE LOCALE POUR DES 
ALGORITHMES EUCLIDIENS 

AiCHA HACHEMI 

o, 

^ . Resume. Nous montrons un theoreme de la limite locale pour les Al- 

'. gorithmes Eudidiens : standard, centre et impair, avec une fonction 

^ I cout quelconque a croissance moderee. 



o\ 









Abstract. We prove a local limit theorem for the Euclidean algorithms 



C<\ ■ standard, centred and odd, with any cost function of moderate growth. 



l/^\ 1. Introduction 

"^ II est devenu classique d'associer des systemes dynamiques de I'mter- 

valle a des algorithmes arithmetiques (voir B.Vallee f4). Dans un article 
recent [Ij, V.Baladi et B.Vallee ont etudie certaints de ces algorithmes 
a savoir les algorithmes "standard", "centre", et "impair", associes a des 
fonctions cout a croissance moderee. Grace a une etude du comporte- 
. , ment spectral d'un operateur de transfert et a la formule de Perron, elles 

^ I ont obtenu un theoreme de la limite centrale (theoreme 2, ci-dessous) 

O ■ avec Vitesse de convergence optimale, et un theoreme de la limite locale 

pour des fonctions cout ^^reseau" avec la meme vitesse de convergence. 



O '. Nous montrons le deuxieme theoreme sans vitesse pour des fonctions 

^ I coiit quelconques. 

■~«^ ' Les trois algorithmes cites ci-dessus sont definis par des divisions eucli- 

"^ . diennes. Soient u,v deux entiers tels que f > m > 1. La division clas- 

^ ' sique (qui correspond a I'algorithme Euclidien standard G), v = mu + r 

produit un entier m > 1 et un reste entier r tel que < r < m. La 
division centree (Palgorithme centre /C) exige que w > 2m et prend la 

^^ . forme v = mu + s, avec s G [—u/2,+u/2[. En posant s = er, avec 

Hi £ = ±1 (et e = +1, si s = ), on obtient un entier reste r tel que 

< r < u/2 et un entier m > 2. La division impaire (I'algorithme O) 
produit un quotient impair : v = mu + s avec m impair et s un entier 
s G [—u, +u[. En posant s = er avec e = ±1 (et e = +1, si s = 0) on 
obtient un reste entier r tel que < r < m et un entier m > 1. 
Dans les trois cas, les divisions sont definies par des paires q = {m,e), 
appelees '^digits". 

Tout couple d'entiers {u, v) engendre une suite de "transformations frac- 
tionnelles lineaires" (TFLs) h dans un ensemble TC (TC depend de chaque 
algorithme), qui transforme le quotient r/u en une fonction de u/v. On 
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a h[m,s]{x) = l/irn + ex). La TFL qui apparait dans la derniere etape 
appartient a JF c 7Y (I'algorithme s'arrete lorsque r = 0). 
Ainsi, chaque algorithme applique a un rationnel u/v donne une frac- 
tion continue 

u 1 
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de longueur P = P{u,v), et qui decompose u/v en 

(u/v) = hi o h2 o ... o hp{0) = h{0) 

onles hi eH,! < i < P — I, et hp e J-'. 

On s'interesse aux differents coiits associes a I'execution d'un algo- 
rithme. Le cout le plus basique est le nombre d'etapes P. En general, 
etant donnee une fonction cout c a valeurs non-negatives definie sur 
7i := I'ensemble des TFLs associees a I'algorithme, on considere un 
cout total additif de la forme 

P{u,v) 

C{u,v) := ^ c{h,i). 

i=l 

On associe a chaque algorithme un systeme dynamique de I'intervalle 
T : J — ^ J (avec J =]0, 1[ pour G, I =]0, 1/2] pour /C et J = [0, 1] 
pour O). T est I'extension a X de I'application definie sur les rationnels 
en associant r/u a u/v. On obtient 

T(x) -.=1 - - A(-) \, x^O, T(0) = 

X X 

oii 

= la partie entiere de y ; pour Q 

= rentier le plus proche de y ; pour /C 

= I'entier impair le plus proche de y ; pour O 

et I'ensemble 7i = {h[q]} est I'ensemble des branches inverses de T. 
L'ensemble des branches inverses de I'itere T" est 7i", ses elements 
sont de la forme h[q-^] o h[q^] o ■ ■ ■ o h[q^] oil n est appele "profondeur"de la 
branche. Les systemes T associes aux trois algorithmes Q, /C, O, appar- 
tiennent a la "bonne classe" des "applications completes par morceaux", 
que I'on definit comme suit : 




Definition 1. [Application de I'intervalle complete par morceaux]. 
Une application T : X — > X est complete par morceaux s'il existe un 
ensemble Q (fini ou denombrable) et une partition d'ouverts {Xgjggg 
(mod un ensemble denombrable) de I'intervalle X tels que la restriction 
de T dXq admette une extension bijective de classe C^ de la cloture de 
Xq dans X. 



THEOREME DE LA LIMITE LOCALE 3 

Definition 2. [Bonne classe]. Une application complete par morceaux 
appartient a la bonne classe si : 

(i) T est uniformement dilatante par morceaux, c.a.d, il existe C > 
etp<l tels que \ h {x) |< C p" pour tout h G 7i", toute profondeur n 
et tout X eI. Le nombre p defini par : 

p:=limsup (max{|/i'(x)|; /i G 7^",x G T})^/'" 

n ►oo 

est appele le taux de contraction. 

[ii) II existe K > 0, appelee constante de distorsion, telle que toute 
branche inverse h deT verifie : 

\h {x)\ < K\h {x)\ pour tout x El. 
(Hi) II existe ctq < 1 tel que 2, sup \h \'^ < oo pour tout reel a > ctq. 

(iv) L 'application T n'est pas conjuguee a une application affine par 
morceaux. 

Remarque : On verifie que pour nos algorithmes ctq = 1/2 (voir [3]). 

Si T est muni d'une probabilite (initiale) de densite /o par rapport a 
la mesure de Lebesgue, alors T agit sur X par (/i dx) = (T^(/o dx)). 
L'operateur H tel que /i = H[/o] est appele le transformateur de den- 
site, ou l'operateur de Perron- Frobenius. Un cliangement de variable 
donne : 

hen hen'^ 

Condition CA^ [Croissance Moderee]. Soit Ti Tensemble des branches 
inverses d'une application de la bonne classe. Un coiit c : Ti — > M"*" 
est a croissance moderee si : 



y^exp[wc{h)] . \h {x)\' 



hen 

converge lorsque (Jiis,^w) G So x Wq avec So =]ao,oo], pour (Jo < 
ao < 1, et Wq =] — oo, uq] pour uq > 0. 

En posant H* := Ufc>i7i^ on pent prolonger le cout en un coiit total, 
qui sera aussi note c, defini sur H* par 

k 

c{hi o /i2 o ■ ■ ■ o /ifc) := ^ c{hi). 

i=l 

On pent alors definir une version perturbee et ponderee de l'operateur 
de transfert dependant de deux parametres complexes s et w, 

Hs,«,[/](x) := 5^expK(/i)] . \h'{x)\' .foh{x). 

h£H 
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Par consequent, (en utilisant la propriete d'additivite du cout total C) 

H:,J/](x) := Yl expKW] . \h'{x)\^ .foh{x). 
hen'' 

Dans la proposition suivante on cite quelques proprietes de I'operateur 

Proposition 1. pp. En posant s = a + it, w = ir, et R{s, w) le rayon 
spectral de H^^^ et Re{s,w) son rayon spectral essentiel, et Ha^ := Ha, 
on a : 

(1) Si a E So, alors Hg^ir est borne sur C^{I), et il depend ana- 
lytiquement de {s,iT), R{s,iT) < R{cr) et Re{s,iT) < pR^^cr) (avec 
p < 'p < 1). De plus I'operateur Hg. admet une unique valeur pro- 
pre X{a) reelle, positive, simple et de module maximal, associee a une 
fonction propre positive. 

(2) [Trou Spectral.] Pour a G Sq, il existe un trou spectral, c.d.d, 
le rayon spectral sous-dominant r^ defini par r^j := sup{|A|;A G 
Sp(Ho-), A 7^ A(cr)}, verifie r^ < A(o"). 

(3) Pour cr G So, on definit la pression par A(cr = logA(cr). Notons 
A^2, A^2 les derivees partielles d'ordre 2 de la fonction A(s, ir). Au point 
(1,0) la pression est strictement convexe en s, c.d.d A^2(l,0) > 0. De 
plus, si c n'est pas constante, alors la pression est strictement convexe 
par rapport a ir en (1, 0), c.d.d A^2(l, 0) > 

(4) [La fonction ir i— >■ o"(zr).] // existe un voisinage complexe W de 
et une unique fonction a : W — > C tels que \{a{iT),iT) = 1, cette 
fonction est analytique, de plus o"(0) = 1, et a (0) 7^ 0. 

Pour la preuve voir ([l]. Sec. 2). 

Condition UNI : On dit que le systeme dynamique T verifie la con- 
dition UNI si toute branche inverse de T s'etend en une fonction C^, 
et si pour tout /i, k deux branches inverses de la meme profondeur, on 
note 

*'''^^^^^=^°^W|)I' A(/^,fc):=inf|v^;,,(x)| 

et pour tout r^ > 0, 

J{h,k):= U MX), 

fc6W",A{/i,fe)<jy 

alors, 

(a) Pour tout < a < 1 on a | J(/i,p''")| < p'''^,\/n,\/h G IT. 

(b) sup{|^'^;,(x)|;ra >l,h,ke IT.x G X} < 00. 

Afin de supprimer I'effet du facteur |s| on definit la nornie suivante : 

sup|/| 



+ ^^ = sup|/| + 



THEOREME DE LA LIMITE LOCALE 5 

Theoreme 1. [Estimations a la Dolgopyat] ( IJ Sec. 2). Soient {2,T,c) 
avec T dans la bonne classe et c a croissance moderee, et p le taux 
de contraction, et telle que la condition UNI ait lieu. Soit H^ ,„ son 
operateur de transfert pondere agissant sur C^{T). 
Pour tout r > 0, il existe un voisinage complexe Si =]1 — a, 1 + a[ de 
1 et M > Q tels que, pour tout s = a + it, avec a G Si et \t\ > 1/ p^ , et 
tout r e M 

ii(/-H,,.)-ii,t<M|tr. 

Considerons Fensemble fi^r := {{u^v) G Z+; gcd{u,v) = l,u < v < 
N}, muni de la probabilite uniforme P/y. Afin d'etudier la distribution 
du cout total C{u, v) associe a un certain coiit c (a croissance moderee), 
on definit sa "fonction generatrice des moments" sur Qn : 

oil $JT-(A^) = ^ciriN) est la valeur cumulee de exp(irC) sur fijy : 

<l>ir{N):= Yl ^M^rC{u,v)], $o(iV) =| fi^ | . 
(«,v)eOjv 

En suivant le principe defini dans [Hj, on pent remplacer la suite des 
fonctions generatrices des moments par une serie de Dirichlet, qu'on 
appelera la fonction generatrice des moments de Dirichlet : 



S{s,iT):= ^ —exp[iTC{u,v)] = Y — 






V '■ — ' n 

(M,i;)en n>l 

oil 

Vl := {{u,v) G Z^; gcd{u,v) = 1} et Cn{ir) := N^ exp[irC(n, f )]. 

{u,v)(^Qn ,v=n 

On a 

n<N 

De plus, il est facile de montrer que ; 

(1.1) S{2s,tT) =Fs,^rO{I -lis,^r)-'[lm, 

ou 

Parmi les resultats obtenus par V.Baladi et B.Vallee ([l]. Sec. 4) le CLT 
suivant : 

Theoreme 2. [Theoreme de la limite centrale avec vitesse de conver- 
gence.] Pour les algorithmes Euclidiens Q , K, O, et tout cout c ^ d 
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croissance moderee, en posant A(o") := A(o", 0) la fonction de la propo- 
sition 1 : (a) // existe ji{c) > 0, 6{c) > et K > tels que, pour tout 
N eN* et tout y eR 



P, 



N 



I N |C(M,w)-/i(c)logA^ 
d(c)vlogA/ 



'2tx 



"^'/2 rf^ 



<- 



K 



VIogiV 



ou 

/i(c) = 2a'(0) et 5^ = 2a"(0). 

avec o la fonction de la proposition 1.4- 

Pour un intervalle J de M, on note \J\ la mesure de Lebesgue de J. Notre 
resultat montre dans la troisieme partie, est le theoreme suivant : 

Theoreme 3. [Theoreme de la limite locale.] Pour les algorithmes eu- 
clidiens Q, /C, O et pour toute fonction cout c a croissance moderee, 
en posant fi{c), 5^(c) les constantes du theoreme 2 , on a : VJ intervalle 
de M, Ve > 0, 3A^o ^e/ que pour tout N > Nq et tout x eR 
(1.2) 



/i^givp, 



N 



(C(M,t;)-/x(c)logA^-5(c)xV'logiV) e J 



-\J\ 



e 2 



6{c)V27r 



<e. 



2. Estimations de la fonction generatrice des moments. 

Parmi les consequences les plus utiles de la proposition 1 est que pour 
(s, ir) G Wi un voisinage complexe de (1, 0), on a Hs^ir = A(s, iT)Ps^iT+ 
^s,iT ou Ps,iT est la projection spectrale associee a A(s,ir) et le rayon 
spectral de N^ j^- est < 6, avec ri < 6 < 1 {ri de la proposition 1). 
On montre de plus que pour (s, ir) G Wi 



(/-H, 



A(s, ir) 
1 — \{s,iT) 



(/-N, 



a pour seule singularite dans Wi un pole simple en chaque point (s 
a{iT),iT), avec residu, I'operateur non nul 



KHt) 



-1 



A',(a(ir),ir) 



f7(2r),2r • 



On veut exprimer i?Ar[exp(irC)] en quasi-puissance, pour cela on 
introduit un autre modele probabiliste (Qj^{C,),Pj^{^)^ avec fiN^O = 
Qj^ : on fixe une fonction t i — > (,(T), avec < ^(T) < 1, puis pour 
un entier N, on choisit uniformement un entier Q entre N — [A^^(A^)J 
et N, ensuite on choisit un element {u,v) dans Qq. 

Dans ce qui suit, la notation A{1) = 0{B{1)) signifie qu'il existe M > 0, 
tel que pour tout /; \A{1)\ < M\B{1)\. 
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On note ii^Ar[exp(irC)] la fonction generatrice des moments definie sur 
(n^(0,Pjv(0)- V.Baladi et B.Vallee H obtiennent : 

Lemme 1. Considerons I'un des trois Algorithmes Q,}C,0. II existe 
< ao < 1/2 = ctq (avec ctq de la definition 2) tel que en posant 
^[N) = A^-"« on ait : 

ia) La distance entre les distributions Pn{C) ^t Pn Gst 0{C,{N)). 

(b) La fonction generatrice des moments E^- de C s'exprime en 
quasi-puissance. Plus precisement, il existe < Sq < ao < 1/2 tel que 
pour toute fonction cout a croissance moderee on ait : 1/2 = ctq < So < 
tto (avec ctq de la definition 2) 

Ej,[eM^rC)] = — ^i!l)-^iV2('^(-)--(o))[l + 0(iV-"")], 
h,\\}ja\iTj 

avec un O — terme uniforme par rapport a N — > oo, r proche de 0, et 
E(«r) = F,(i,),,,oR(zr)[l](0). 

Preuve.(-Esquisse - on refere a p] Sec. 4 pour les details.) La premiere 
partie du lemme decoule de la definition de Pn{0 ^t du fait que \fiN\ = 
KN'^{1 + 0{\ogN/N)), avec K > bien defini pour cliacun des trois 
algorithmes, (voir P Sec. 4. 4). 

Posons 

^UT) ■.= Y.Cn{ir){T-n) = $^ $^ c„(zr) = J^ <|.,.(iV). 

n<T N<Tn<N N<T 

En appliquant le theoreme de Cauchy sur la serie de Dirichlet S{s,iT) 
et le rectangle 

U{it) = {s; ^s=l±a}x{s ; Ss = ±U}, 

avec So < a, (s i — > S{s, it) etant meromorphe sur f/(zr) lorsque r est 
proche de 0), puis la formule de Perron d'ordre 2 qui transforme I'in- 
tegrale sur le rectangle Uiir) en une integrale sur une droite verticale, 
on obtient la formule de quasi-puissance pour la serie '^iriT). Ensuite 
la relation ; 

1 ^ 

^.JN) : = , ' ,, V V cJir) 

'"^ ' N\iiN)\ ^ Z^ "V ; 



1 



^^^{N)-^„{N-\_i{N)\) 



nous permet de transmettre la quasi-puissance a $jt-(A^), puis a Ej^. □ 

Definition 3. IJne fonction c est dite reseau si elle est non nulle et 
s'il existe L^Lq > tels que Lq/L^ soit irrationnel, et (c — Lq)/Lc a 
valeurs entieres. Le plus grand de ces Lc est appele largeur de c. 

Le lemme suivant est une petite generalisation du lemme 15 de pp. 
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Lemme 2. On considere I'un des algorithmes Q, /C, O. Pour toute fonc- 
tion cout c a croissance moderee, pour tout < L < oo {dans le cas 
oil c est une fonction reseau de largeur L^, on prend < L < vr/Lc), 
et tout <uq < L, il existe 70 = 7o(-^, t'o) > 0, Q = Q{L, uq) > tels 
que pour tout \t\ G [t'o, i^] on ait pour C,{N) = A^~°o 

EN[exp{tT{C{u,v))] < Q N-"'^, ^N G N. 

Preuve. Soit r > 0, le theoreine 1 assure I'existence de a > tel que 
pour tout s avec 3?s = a < |1 — a| et \'^s\ > l/p^ et pour r arbitraire ; 



-ii 



||(/-H,,,.) \\i,t<M\t\\ 

Supposons que |t| < 1/p^ et r G po;-^]- La proposition 1.(1), l.(3) et 
la condition UNI impliquent que 1 ^ SpHi^u^ir (voir prop.l de P). 
Done d'apres la theorie de la perturbation de parties finies du spectre 
il existe < 71 < a tel que sur Tensemble compact 

{(s, r) G C X R; |a - 1| < 71, \t\ < l/p\ \t\ G [i>o, L]}, 

on ait 1 ^ S'pHg.+jf JT-. En effet la fonction s 1 — >■ Hsj,- est analytique 
sur cet ensemble. D'oii I'existence de Q = Qiy^, L) tel que : 

II \I " Hi-t^j+ji^JT-j lli^i < Q. 

Par consequent, pour tout |r| G [i^o, L], il existe Q = Qij^o, L) tel que ; 
(2.1) ||(/-Hi±^,+ii,i,)"'||i,t<gmax(l,|tf), Vt G M. 

Grace a (jl.lll . on transforme p.ljl en une estimation de S{s, it) qui, en 
tant que fonction de s, est analytique sur le rectangle t/(ir) = {s; 3fJs = 
1 ± 71} X {s; Ss = ±U} (avec < 71 < a, f/ > 0). 

Le theoreme de Caucliy et la formule de Perron nous permettent de 
deduire la decroissance de $jt-(A^) et par consequent celle de Ejq (voirpP 
Sec.5). □ 

3. Preuve du theoreme 3. 

Posons n = logN et qx{n) = fi{c)n — 6{c)xy/n. 

Rappelons que, par le lemme 1, |P7v(^) — Pat] = 0(6"""°), il sufiit alors 

de demontrer ()1.2p pour P^- 

Soient m„ = fn^-n une suite de mesures definies sur la tribu des 

Boreliens de R par : 



m„(J) := P 



N 



{C{u,v) -Qxin)) G J 



et m = nix la mesure definie par 



-x^/2 



m(J) := — ^IJI 
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On suit la methode de Breiman (0, Chp.10.2) : Pour inontrer que 
\fn fUn — ^rn, il suffit de montrer que pour toute fonction ip non- 
negative continue et dont la transformee de Fourier 'ip est a support 
compact on ait : 

^ ip dMn — * / 4' dm. 



Ce qui signifie que pour tout e fixe, il existe no G N (no independant 
de x) tel que pour tout N > Nq; 

^/nEN['^p{C{u,v) -q^{n))] / ij{y)dy < e, Vx G 

y/27rd[c) J 

Soit [—L, +L] contenant le support de ip. On a 

^ En[iP{C{u,v) -qcc{n))] 

-L 



I — r 
— \ V^(r)E7v[exp (ir(C(M,f) -g^(n)))] dr 



-L 

+L 



1^ /"^(r) e~'"'?-(")E^[exp {iT{C{u,v))\ dr 



-L 

= : /("). 

Soit < i^o < ^0 avec vq assez petit (comme dans le lemme 2). De- 
composons I'intervalle [—L^ +L] en \t\ < uq et \t\ G [uq, L], ainsi I^"'^ se 
decompose en Iq + j}"-^ . 
Montrons d'abord que /}" — > lorsque n — > oo. 

En appliquant le lemme 2, on obtient (rappelons que 70 = ■jo{L, uq)) 

2n J 

\r\eWo,L] 

27r J 

<— / \MT)\dT=-<e/2. 
n J ' ' n 



Ce-^ 



on C = C{L, u, ip), C indepen- 



II suffit de prendre A^ > exp 

dant de x. 

Calculous Jq . On suit la methode [ij (sec. 5). 

Rappelons d'abord que d'apres la proposition 1.4, a (0) 7^ 0, d'oii pour 

Uq suffisamment petit, on a 60 := inf{|3f?o" (r)|; t E [—I'o, I'o]} > 0. 



10 
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Posons 



In. • ~ 



logn 



Son 

Tn et \t\ e [r„,z/o]. 



1/2 



et decomposons I'mtervalle [—I'o, +^o] en \r\ < 



r(«) 



n 



2t\ 



^^ / V^(r)e-*"«-(")E^[ea;p(irC(M,t;))]rfr 



\r\<T-a 

27r J 

|T|e[r„,zyo] 

Le 2enie terme est egal a 0(l/y^), en effet, en rappelant I'expression 
de E^ dans le lemme 1, et que la fonction g : z i — > a{z) — 1 — za (0) 
admet un point col en z = ((? (0) = et ^f (0) 7^ O) , on a : 



27 



|r|e[T„,i^o] 



'11 

27 



^(r) e-*"«-(")E7v[ea;p(irC(M,t;))] rfr 



V^(r) e-^"^(")^v^Ar-*"''('=)Ejv[ea;p(irC(M,t;))] rfr 



|t|G[t„,!^o] 



n 



< sup 



27r 



|T|e[T„,i/o] 



N-'^^''^''^EN[exp{iTC{u,v))] 



^{t) e-'^^^'^^^ dr 



|r|e[r„,j^o] 



n 



< — — sup 



2tti 



\r\e[T„,uo] 



2nMiT)-l-iTa' (0)) -^(^^) n ^ 0(e"°"")) 



E(0) a(ir 

On verifie aisement que les fonctions : 

/J"^ : r I — > exp [2n{a{iT) - 1 - irCT'(O))] 
et 



rel 



/f ^ : r 



EHt) 



■(l + 0(e-"»")) 



E(0)(T(ir) 
verifient pour |r| < z/q : 

(3.1) |/;")(r)| =0(e-""'''«) 
et 

(3.2) |/i")(r)|=0(l + |r|+e-"S«). 



HUr. 
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D'ou 



'n 

27 



^(r) e-^"'?^(")E7v[exp(irC(M,t;))] dr 



|T|e[T„,i/o] 



n 



< D{^jj)— — sup 



27r 



|-r|e[r„,!/o] 



e-""'^°(l + |r|+e-""«^ 



<^/nMe 



- nr 2 <5o 



n — = 0(l/v^). 



Avec M dependant de ^, vq et independant de x. 

Rappelons que, par le theoreme 2, yu(c) =2cr (0) et (5^(c) =2cr (0) ; ainsi, 

j{n) := |5 / ^(r) e-'"''^(")E^[exp(2rC(M,t;))] rfr 

|T|<r„ 






27r„ 

|T|<r„ 



V '" l4)(r) g-«'^'5(c)a;Vn g2n(o-(iT)-l-irCT (0)) 



'n 

27 

Posons 



Efir 



E(0)(T(ir) 



--(l+0(e-°n) ^^• 



27r 7 

|t|<t„ 

Grace a ()3.H) et ()3.2|) . on a 



|t|<t„ 



|T|<r„ 



1 /" ,-- , 1 

<7r / \i'{r)\\T\ dT + ^^ 

|r|<T„ |t|<t„ 

<^ + ^ = o{i/V^). 



\i\){t)\ dr 



Ou Kx-, K2 dependent de ijj. 
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Ainsi, 

7(«) _ 
-'o — 



AICHA HACHEMI 



2tx 






|«|<T„v^ 

D' autre part, 






o 



d'ou par le theoreme de la convergence dominee de Lebesgue, on a pour 
tout n suffisamment grand et independant de x : 



r(«) 



V^(0) / e^^'^^^^^'^e"^' ('=)"' /2^t; 



<£/2, 



Vx gm. 



Ce qui signifie que pour tout e fixe et n suffisamment grand, 



An) 



uniformement en x. □ 



(5(c) v^ 



V^(l/)rf|/ 



<£/2, 
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